Mathematik Q2 Abels




@ Kopfubung

Stellen Sie fest, fiir welche t € R die folgenden Bedingungen gelten.




Rechnen mit Vektoren



Wenn ein Vektor wie der Windstol3 von Schiffen ist, was
ist dann die Summe (bzw. Differenz) zweier Vektoren?

Was bedeutet g + »h geometrisch?
Wie bestimme ich g + p rechnerisch?
Was bedeutet g — p geometrisch?

Wie bestimme ich g — p rechnerisch?




Addition und Subtraktion von Vektoren

Addition Nullvektor Subtraktion
I b, a; +b, a-b=a+(=b
a+b=a2+b2=a2+b2 *{—]'_0 =h)
ay by a3 +b; =10 T F
0 _a. :.
> "‘_Bb
a+b b
b Gegenvektor
a
— 4 — -4
dq —a, Kommutativgesetz der Addition

/ a +_t; = K +7
-a Assoziativgesetz der Addition

(?+F)+?=?+(E+?)
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Ubung 1 Summe von Vektoren
Berechnen Sie die Summe der beiden Vektoren, sofern dies moglich ist.
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Ubung 2 Summe von Vektoren
Bestimmen Sie zeichnerisch und rechne-
risch die angegebene Summe.*
by U +wW
D@+V)+W e)V+1u
HUT+(V+W) gUu+T

AU +V

Ubung 3 Assoziativgesetz - N
Bestimmen Sie fiir die gegebenen Vektoren die Terme (2 + b))+ C und @ + (b + T).
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2

Rechnerisch:
- (2)
. b =l-1L€ =
2

Ubung 4 Subtraktion
Konstruieren Sie zeichnerisch den angege-
benen Term (sieche auch S.64).
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Zeichnerisch:*

R
/o 7

Eine Einheit entspricht einer Karoliinge.

Beispiel: Addition und Subtraktion von Vektoren
Gegeben sind die Vektoren @, b und ©.

a) Addieren Sie @', b und T zeichnerisch.

b) Bestimmen sie @ — © — b zeichnerisch.

¢) Bestimmen Sie @ — b — T rechnerisch.

a \ C
b

Beispiel: Addition von Vektoren im dreidimensionalen Raum
Gegeben sind die Vektoren @ und b .

Addieren Sie @ und b zeichnerisch

im Koordinatensystem.

(7 . -2
a =|s b =|2
4 -1
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Beispiel: Addition und Subtraktion von Vektoren

—
|54
—

(5) b (-jsJ ¢) (§) d) @ ¢) geht nicht
)

B o) 9@ o) n@ o (@

Losung zu a: Zeichnerische Addition: ~ S 0 -
Wir hiingen die Vektoren @, b und T zu 2, U= RE V=
einem Vektorzug aneinander. Die Summe to b

@ +b +¢ istder Vektor, der vom Anfangs- " a) (_53) b)
punktdes Vektorzuges zum Endpunkt zeigt. W =

Die zeichnerische Konstruktion erfolgt durch Anwendung der Parallelogramm- bzw. der
Dreiecksregel.

Losung zu b: Zeichnerische Addition:

W_i.r hingen nun die Vektoren @, —¢ und

—b zu einem Vektorzug aneinander. < | |_]

@ — T — b ist nun wieder der Vektor, der ES !l

vom Anfangspunkt des Vektorzugs zum B 3

Endpunkt fiihrt. a-2-b

Losung zu c: . Zeichnerische Subtraktion:
Wir stellen die Vektoren @', b und ¢ als - (4) B = (_2) = _ [_2)
Spaltenvektoren dar (Ablesen der Koordi- 2

naten aus der Zeichnung). Dann addieren B[ =(2)=(-2)=(8

bzw. subtrahieren wir diese rechnerisch. a N (2) ( 2 ) ( 0 )_ (0)

Das Ergebnis entspricht der zeichnerischen 4.
Losung.

Beispiel: Addition von Vektoren im dreidimensionalen Raum

Losung:
Wir hingen die zwei Vektoren wieder zu Vektoraddition im Raum:
einem Vektorzug aneinander, um sie zu ad-
dieren. Zwecks besserer Ubersicht deuten
wir ihre Koordinaten durch gepunktete Li- ‘

nien an. ‘ A
5
7
3

Das Resultat: @ + b =

Wirerkennen, dass Vektoren im Raum nicht
sehr anschaulich darstellbar sind. Hier sind of
die rechnerische Addition und Subtraktion J‘x'
einfacher durchzufiihren.




Wenn ein Vektor wie der Windstol3 von Schiffen ist, was
iIst dann die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl?

Was bedeutet 3 . ¢ geometrisch?

Wie bestimme ich 3 . g rechnerisch?




Skalar-Multiplikation von Vektoren

Skalare Multiplikation

Distributivgesetz
! 'S-a,’ —
l l - - o .
S'(aﬁ,)=(s-a,) r-(a+b)=r-a+r-b
a3 S - as, (r+s)-a =r-a+s-a
" Assoziativgesetz
el ’-' (r-s)-a =r-(s-a)



/’ Big66

6. Vereinfachen Sie den Term zu einem einzigen Vektor.

1,2 3 (=1 8 =10 2
a}S-(},ﬁ] b) 5- 2]+3—[ n) c}3—[—1 +2-( |]—2—[n,5]
34 'l ) 0 L2 p
9. Vereinfachen Sie den Term so weit wie moglich.
7. Stellen Sie den gegebenen Vektor in der Form ra’ dar, wobei @ nur ganzzahlige Koordinaten a3a+5a-7a-(-22)-2 e) -(a - 2B -(77 -(-2)- (-2))-(3 -(=b))
besitzen soll und r eine reelle Zahl ist. b7 -4(b -3)-2T +2(b +T) f) T-(T-2b+(7CT-(@4b -2T)-27)
0.3 3,3 0,25 1] 0.5 15 )2(T +4(b - 7)) +2(T +3)-6b 45 -7 -(-21))-3-3(-47 - (b - 7) - (-
a) LS} b)| 1 c) u.s) d) (04 e) |-0.25 ) t}{3 ] 2 (i+_f d)_)f L°+d)_. So = g)(_, i (_. ))_. (_. 8=l ”_(. 2 "
-1.5 2.5 | =2 0.6 0,125, 0.75, d2(a-C)+05(c-b)+15(b+T)-a h)Sb-(a-4b +3(a-7b))-(-2)-5(-9b + 1672
8. Bestimmen Sie das Ergebnis des gegebenen Rechenausdrucks als Spaltenvektor. * 10. Berechnen Sie den Wert der Variablen x, sofern eine Losung existiert.
a)-a +¢ = (3‘ ‘1) 71 )'4' . 1 X
— = e 1 a)X‘5=2"l2) C) |x|+ 2=(|0
¢)3a+2¢ +d & b)(zo 12! i 1 a0 x+1 1) 33 6x
I /. = 4|=x-| 4|-2x-[1 x| 5 |=x-| 2|-3|3]|+][18
d)2(a + ti_}—(a -c)=-2b a 5 d _ F\ -14J 4) 3) -1 .-2) 1/ \2x/
e) %E’ + % b-a
Ha+b+C—-d+3T [ 1. Priifen Sie, ob die angegebene Gleichung richtig ist.

* Eine Einheit entspricht einer Karoliinge. a)a+2b=3d-2¢C
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10 \ 9. a) 2a b) 5a-2b ¢) —4a+2b+2¢ d) a+b
d) 0,1- 4 e) i'(_dz e) 3a+b
Ls) '\ 7) : R L ,
f) —a+6b—6¢ g) 12a+15b hy 0
10.a) keine Losung b) keine Losung c) Xx=6 d) x=3







Linearkombination von Vektoren

Eine Summe der Form r - A+, Ay + ... +1, - a, (r; € R) nennt man Linearkombination

der Vektoren @}, @5, ..., @,
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Beispiel: Darstellung eines Vektors als Linearkombination (LK)
y. | 3

— - (3
Gegeben sind die Vektoren @ = (I ,b=|1|sowie T =|1|und d = I).
1 \2 0 2
a) Zeigen Sie, dass  als LK von @ und b b) Zeigen Sie, dass d nicht als LK von @
dargestellt werden kann. und b dargestellt werden kann.

Ubung 16 Linearkombination p 2
Uberpriifen Sie, ob die Vektoren € = (4 bzw. d =|3] als Linearkombination der Vektoren

2! - [2) ' 4
a =| 1|und b =|2|dargestellt werden kénnen.

-1 3
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Beispiel: Darstellung eines Vektors als Linearkombination (LK)

Wir versuchen, die Vektoren ¢ bzw. d als Linearkombination von @ und b darzustellen. Dies
fiihrt jeweils auf ein lineares Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 2 Variablen. Wenn es
16sbar ist, ist die gesuchte Darstellung gefunden, andernfalls ist sie nicht moglich.

Losung zu a:

3
Ansatz: | 1 ]

1

')
0 1 p
Gl.-system: I 2r+ s=3
I r+ s=1

2

=r-|[1|+s-

I r+2s=0
Losungs- IV I-1: r=2
versuch: V IVinl: s=-1

Uberpriifung: TV, V in III: 0 = 0 ist wahr
Ergebnis:
r=2,s=-1

—_— . - . - — =
c ist als Lmearkombmitlon von a und b
darstellbar: © =223 - b.

Losung zu b:
3 p) |
Ansatz:[1|=r1-|1|+S- l)
2 | 2
Gl.-system: I 2r+ s=3
II r+ s=1
III r+2s=2
Losungs- IV I-1I. r=2
versuch: V IVinl: s=-1

Uberpriifung: TV, V in III: 0 = 2 ist falsch
Ergebnis:
Das Gleichungssystem ist unlésbar.

3 isL nicht als Linearkombination von a
und b darstellbar.

16. ¢ =2a+b , d kann nicht dargestellt werden.







Kollineare und komplanare Vektoren

, = 4
.
| . 4
- L
4 0
Kollineare Vektoren Komplanare Vektoren
b=r-a oder @ =r-b cC=r-a+s-b oder b=r-a+s-C
oder a=r-b+s-C
#
Ll) s 4 !
> W =
d S
- 4 ‘ s %

b

) ) Nicht komplanare Vektoren
Nicht kollineare Vektoren N P .
C#r-a+s-b und b=#r-a+s-C

und a #r-b +s-¢



19. Stellen Sie den angegebenen Vektor als )
Linearkombination der Vektoren @', b c
und ¢ dar.

—_—

\ 4 . $=AF. T =30, ¢ = V8 R ¥
B|g70'72 2 AS  b)BS . .

¢) SC  d)BD M_—
E {= e (4
20. Stellen Sie den angegebenen\_";l:klor als P 5 <
Lincarkombination von @, b und T Ny Dy —=cC
dar. ‘
Beispiel: Kollineare Vektoren a=AB,b =AD, T = AE A B
a) Priifen Sie rechnerisch, ob die Vekto- | a) AM  b) BM S
ren @, b bzw. @, € kollinear sind. . i b= : > = .- ¢) GN  d) FD bzw. EC \ 3
b) Versuchen Sie anschlieBend, die Vekto- |, 13 I ’ . \\ /| —
ren @ und b zeichnerisch auf Kolline- Al Sellenie den angepebenen Vektor als . \ |E 3
Gin - .. Linearkombination von @, b und ¢ \e
aritit zu iiberpriifen. dar N _E
'l — ) 21y T T D — 3
Ubung 17 Kollinearitiitspriifung a=AB,b=AD,C=A 7 /¢ | /7 o
Priifen Sie, ob die gegebenen Vektoren kollinear sind. a) AE  b) AF A 3 B 6
¢ 12| [ 4 4 (6 2\ [ 4) o HS d)TG
a) (5) (_10 ) ( 3}, (-l, ) (-2}, (-3) d) (-3)» (-9) F und G sind Seitenmitten.
8 3 8/ \12 4 8

Ubung 18 Trapeznachweis

Gegeben sind im rdumlichen Koordinatensystem die Punkte A (3|2|-2), B (0|8/1), C(=1/3|3) und
D(1|=1]1). Zeigen Sie, dass ABCD ein Trapez ist. Fertigen Sie ein Schriigbild an.

Hinweis: Ein Trapez ABCD ist dadurch gekennzeichnet, dass mindestens ein Paar gegeniiberlie-
gender Seiten Parallelitit aufweist.

Beispiel: Komplanare Vektoren

Zeigen Sie, dass die Vektoren @, b und T komplanar sind. @ =

1 RS | |
7) b =(
12
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Beispiel: Kollineare Vektoren
Losung zu a:

Der  rechnerische  Kollinearititsansatz
b =r- @ fiihrt auf einen Widerspruch, da

r nicht zugleich 2, 1325 und 1,5 sein kann.
Daher sind @ und b nicht kollinear.

Der Ansatz € =r - @ fiihrt auf eine Losung
firr=-0,5. Daher gilt ¢ =-0,5-a.
a und € sind also kollinear.

Losung zu b:

Wir zeichnen die Vektoren @ und b in ein
dreidimensionales Koordinatensystem ein.
Beide sehen exakt gleich aus, sind es aber
offensichtlich nicht.

Hier wird Gleichheit und damit Kollineari-
tdt nur vorgetiuscht.

Es ist also eher ungiinstig, Kollinearitiit im
Raum zeichnerisch entscheiden zu wollen.

Beispiel: Komplanare Vektoren

Losung:

Wir wihlen einen der drei moglichen

Ansitze fiir Komplanaritit:

-
d=r-b +s-C.

r=3unds=-1.

Daher gil: ¥ =3-b - ¢.

Also sind @, b und © komplanar.

Kollinearititsiiberpriifung fiir @ und b:
Ansatz:b =r- @

4 2 4=2r r=2
5|=1r-({4)|=5=4r=r=1725
3 \2 3=2r r=13

= Widerspruch = nicht kollinear

Kollinearitiitsiiberpriifung fiir @ und ¢ :
Ansatz: € =r-a

-1 2 -1=2r r=-05
=2|=r1-|4|=-2=4r=r=-05
-1 2 -1=2r r=-05

= ¢ =-0,5-73 = kollinear

Versuch der zeichnerischen Losung

Za

=y

Der Ansatz fiihrt auf ein tiberbestimmtes
lineares Gleichungssystem (s. rechts).
Es ist eindeutig 16sbar mit den Losungen

Komplanarititsuntersuchung:

1 1! 2
Ansatz:(7 =r|2|+s —1)
2 1 1
=1 r+2s=1
I 2r— s=7

m r+ s=2

I-lL:s=-1

inll:r—=1=2=r=3

in IT (Probe): 2 - 3 — (= 1) = 7 ist wahr
= @, b und C sind komplanar.

17 a) (__‘]%]=42{g) , kollinear b) {_éz}#-—i!{—:l} , nichtkollinear
(2) [4) _
) [—:2\' =%{|—6§} , kollinear d) L—43J #%L—B'}J , nicht kollinear

19.a) AS=1(@+b)+T b) BS=-la+lb+¢
¢) SC=-C+1(@+Db) d) BD=-d+b
20.) AM=1(d+b)+¢ b) BM=1(-d+b)+¢
¢ GN=-(@+b+1¢)  d) FD=-a+b-¢, EC=d+b-¢
21.a) EE'-:E-FE‘F%E b IF':33+%(E+E]
c) d—S:%(E+E+E) d) E=—23—5+—2LE
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2. Rechts ist ein regelmiiBiges zweidi-

mensionales Sechseck abgcblldct

a) Stellen Sie die Vektoren €, dund®
als mearl_t_gmbmatnon der Vekto-
ren a und b dar. e

b) Stellen Sie den Vektor PQ als Line-
arkombination von @ und b dar.

I U

0) ( )und c =1
| 1
a) Zeigen Sie, dass die Vektoren A b ¢ nicht komplanar sind.

b) Stellen Sie die Vektoren d und € als Lmearkombmalnon der Vektoren @, b und € dar.

23. Gegeben sind die Vektoren @ = sowie d =
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