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Winkel- und
Flachenberechnungen
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Winkel und Flachen

Der Betrag eines Vektors Die Kosinusformel

5 7.5 b
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al=va - a . COSY =——=.
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Ubung 1 Winkel zwischen Vektoren R
Bestimmen Sie die GroBe des Winkels zwischen den Vektoren @ und b.
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/ Big77,78 T=()5=(3)  wa=|a

Ubung 2 Winkel in Ebene und Raum
Bestimmen Sie die GroBe des Winkels a mit Hilfe von Vektoren.

Beispiel: Winkel zwischen zwei Vektoren a) oy b) z 4

- [-2
.b=(—4] c)a=
0

Errechnen Sie den Winkel zwischen den Vektoren

..
k
=
_,_."'_'

- 4 - 7
azsundbz(s). I \ | .
3 1 | d >x y
X =X
Beispiel: Winkel im Dreieck X 7>~
Gegeben sei das Dreieck mit den Ecken
P(SISI.I ) .Q(6“..|2)’ R_(”OM)' Best@- Ubung 3 Winkel im Dreieck
men Sie die GroBe des Innenwinkels v » S i .
st Ml B A Toadankis Bestimmen Sie alle Winkel im Dreieck PQR.
a) P(3/4),Q(613), R(310) b) P(3|4/1), Q(6/312), R(3|0[3)
R“ ¢) P(61318), Q(714/3), R(4/4]2) d) P(11212), Q(31412), R(2I312 +V3)
A |
o A Ubung 4 Parameteraufgabe
/ : \\ a 4 —p 6
/,/ '; | \ Gegeben sind die Vektoren @ = |4|und b = (0 . Berechnen Sie diejenigen Werte der Koordinate z,
/ T T u T e \2) z
I ] Pis \ i _—
Q . <1 \p y damit der Winkel zwischen @ und b eine GriBe von 45° hat.
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Beispiel: Winkel zwischen zwei Vektoren

Losung:
Wir errechnen zunichst die Betrige von a

und b: |T|=V7 - @ =50, |b|=V75.

Nun wenden wir die Kosinusformel an: L & 6 _ b) 10
. ke , L. a) cosy= , y=~6343° cosy = , Y =126,70°
{—l ] \(5_0 \(_ = (0,9145. | | y :}10-:}18 V1420

2 -1_ e 0 : 2
Mltdem’l;aschenrechner(cos Taste) folgt C) cosy wrieTk 7 =90
y = 23,87°.
2 - ~ o __ 44 ~ o
a) cosa o © 70,35 b) cosa = Tog © 27,03
3. a) 71,57°; 63,43° ; 45° b) 66,14° ; 69,77° ; 44,1°
o . o . o) O o . o]

Beispiel: Winkel im Dreieck ©) 29,35%;96,99° ; 53,66 d) 50,77° ; 50,77° ; 78,46

Losung: //ff_,;f _________ e

Wir stellen die beiden Dreiecksseiten, die x 4. Der Ansatz cos45°=—2%22_— 0 707 fiihrt auf 24 +2z=0,707-6-/36 + 2>

636-2>

am Winkel v anllegen, .cunachst durch die e 45 I 4

Vektoren @ = RP und b = RQ dar. a =RP =0P - OR =[5]-(ﬂ)=( 5) Quadrieren und umformen: z”> — ‘1/82+ 76 0, 2zi=6,7 =g.

T D R B

v ldsst sich alt Winkel zwischen diesen Vek-

toren a und b auffassen. o 6 I 3

Nun konnen wir mit Hilfe der Kosinusfor- b=RQ=0Q-OR= ( l) - (u) —( l)

mel den Kosinus des Winkels y bestimmen. o _ @-b _20+5+6

Wir erhalten cosy = 0,8004. cosy = |T]-[b| V50 -vV30 =0,8004

Hieraus folgt unmittelbar y = 36,83". v = 36,83°
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Winkel und Flachen (Forts.)

Orthogonalitatskriterium

T1lb © T-b=0

=y

Ty
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Beispiel: Orthogonale Vektoren

Beispiel: Rechtwinkliges Dreieck

Priifen Sie, ob zwel der drei Vektoren Priifen Sie, ob das Dreieck mit den Eck-

orthogonal sind.

|
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|
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Ubung 5 Orthogonale Vektoren

Suchen Sie unter den gegebenen Vektoren
alle Paare orthogonaler Vektoren.

Ubung 6 Rechtwinklige Dreiecke
Untersuchen Sie, ob das Dreieck ABC

rechtwinklig ist.

—p
d

a) A2
b) A3
c) A2

210),
513),

B(l

B (4|2

B(6

punkten A (0[0|4), B(2/2]2), C(0|3]1)
rechtwinklig ist (Schrigbild anfertigen).

4 | A .
(l),€= a), f =
1 1

2), C(@3]2]|5)
), C(-3I2I5)
-1), C(3|715)
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BEiSPiE‘I: Orthugnnale VEktﬂrEn 5. a ist orthogonal zu c ,E (fira=-1,5). b ist orthogonal zu E,é{fﬁra: ~0,5) .
Losung: c ist orthogonal zu a, b.e (fiir a =%} . d st orthogonal zu e (fiir a = -5).

a -b =1 =1a,b sind nicht orthogonal. e ist orthogonal zu

a -c =0 =7, ¢ sind orthogonal. . . . . .

b -T =152, ¢ sind nicht orthogonal. a(fira=-15),b(fira=-0,5),c(fira=%),d(fira=-5),f (fira=0,5).
Beispieh Rechtwinklig{gs Dreieck f ist orthogonal zu e (fiira=0,5).
Losung: z4 6. a)rechtwinklig bei B b) rechtwinklig bei A c¢) rechtwinklig bei A

Im Schriigbild ist die Rechtwinkligkeit des
Dreiecks nicht erkennbar.

Bilden wir jedoch rechnerisch die Seiten-
vektoren und berechnen dann deren Skalar-
produkte, so stellt sich heraus, dass das
Dreieck bei B rechtwinklig ist.

S 7., R 0\ — (=2
AB=(2),AC=(3),BC=( 1)
=) -3 -1

AB -AC=12,BA -BC=0,CB -CA =6






Winkel und Flachen (Forts.)

Kreuzprodukt / Vektorprodukt

a X :5 Ist ein Vektor, der senkrecht (rechtwinklig) auf beiden (!)
Vektoren liegt und dessen Lange den Flacheninhalt des
aufgespannten Parallelogramms betragt.

a1 Ei'1 ) ba — g li3':1

ax b= s X b = | aghy — aibs
as b3 a1by — asby
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Beispiel: Bestimmen Sie den Inhalt des
Dreiecks mit den Eckpunkten A (1]2]5),

B(4[5[1), C(-2]6]2).

Ubung 7 Oberfliiche einer Pyramide

Bestimmen Sie den Oberflicheninhalt der

Pyramide z4

a) mit den Eckpunkten A (3/3]0), 1 4
B(1]1]4), C(6/0[2), D(4|4]3);

b) aus nebenstehendem Bild. 11, a4

Ubung 8 Inhalt eines Dreiecks

Wie muss z gewihlt werden, damit das
Dreieck ABC den Inhalt 15 besitzt?

A (11112), B(1]-2]z), C(7]-216)

11.

. Winkel im Quader \

. Doppelpyramide

. Winkel und Fliiche eines Dreiecks

Gegeben ist das Dreieck ABC mit A(6]1]2), B(5/5/1) und C(1]0[4).
a) Fertigen Sie ein Schriigbild des Dreiecks an und berechnen Sie seine Innenwinkel.
b) Welchen Flacheninhalt hat das Dreieck ABC?

. Parallelogramm y &
Bestimmen Sie mit Hilfe des Skalar- /7
produktes die Innenwinkel € und @ im E%r/

abgebildeten Parallelogramm. Berech-
nen Sie den Fliacheninhalt des Parallelo-
gramms konventionell und mittels Ska- 1
larprodukt(Hinweis:doppeltes Dreieck).

”"w

Rechtwinkliges Dreieck
Bestimmen Sie die Koordinaten eines Punktes C so, dass das Dreieck ABC mit A(1]1) und

B (4|5) rechtwinklig und gleichschenklig ist.

Ein Quader hat die Grundfiichenmale
4x3. Wie muss seine Hohe h gewiihlt
werden, wenn seine Raumdiagonalen
sich senkrecht schneiden sollen?

Ein Edelstein hat die Form einer quadra-

tischen Doppelpyramide mit den in der

Zeichnung angegebenen MaBen (Ab-

stinde gegeniiberliegender Ecken).

a) Welche Innenwinkel hat ein Seiten-
dreieck der Pyramide?

b) Wie grol} sind die Winkel € ASC
bzw. < SBT?

¢) Wie groB ist die Oberfliche des Kor-
pers?
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- & (1) ()
f— -5 el =1
AC =[—1),AB =(4]
’ 2 -1
( __ 3 o
Big80,81 L
el .
? cosa == o= 92,47
B =180-c —y = 50,70°
Beispiel: b) A=1yAC? -AB? ~(AC -AB)? = Ly30-18-1~116]

Losung:

— ot —
. . . 10.A(010), B(8IO), C(1214), D(414), M(612), MB =[2), MC =[¢, ™MD =(3
Das Dreieck wird von den beiden Vektoren (010), B(810) ( ) { 2) [2) [2)

|AB|=8, |BC|=+32, |ACI=+160, |BDJ=+32

— 3 o g [3 . )
= AB =( 3)und b =AC =| 4 cos:p-ﬁ h=63,437, msgh—ﬂ e=116,57° (= 180°-¢)
~4 -3 Flicheninhalt: I. konventionell: A =|ABlh =8-4=32
aufgespannt. Der Flicheninhalt des von @’ I1. mittels Skalarprodukt:
. . . . [— — — —
und b aufgespannten Dreiecks wird mit A=yAB2 .AD? —(AB -AD)? =+/64.32 322 = 1024 = 32
der oben aufgefiihrten Formel berechnet.
11. C(812) bzw. C(0/8) rechter Winkel bei B
Resultat: Ap ek = 15,26. 7. a) AABC:A,=1.V364~10,77 ; AABD:A, =L.\300 ~7,07 oder C(5|-2) bzw. C(~3/4) rechter Winkel bei A
ABCD:A =1.374 2967 : AACD: A, =i.\/20_,5z7 18 rechter Winkel bei C ist schwieriger:
O =34, 693 ’ ’ ? ’ C muss auf der zu AB Senkrechten durch M, ;,(2,5(3) liegen:

b) A(1]1]4),B(4]4]4),C(1]5]|2),D(2|4|6)

39
)
O=A +A, +A;+A, ~7,3545,20+5,20+7,35 = 25,10

y=-3(x-2,5)+3=-3x+%, Cx|-3x+32

oA R ) a2 as0 L 25
3439 _%x+332_5 16 Rkl n

4 8
(0’ p 9
8. Der Ansatz 15=1- L -3 J ‘L—BJ —(1-4z)? fiihrt auf die quadratische Gleichung = X" -5x+3=0 = C{4.5|1,5bzw. C(0,5]4,5)
z-2 4
. * o 2
z2 _% _1_. =0 mit den Losungen z, = 6 und z, = —0,4. 12.Ist h die Hohe des Quaders, so muss gelten: | 3|.| 3| =9-16+h" =0, alsoh= ﬁ
n/ \n

' 13.a) Man lege den Koordinatenursprung in den Mittelpunkt des Quadrates ABCD.
" LI Dann gilt: A(0|-4/0), B(4]00), C(0[4/0), D(—4/0(0), S(0/0/3), T(0/0]-3)
Da alle Seitendreiecke kongruent sind, geniigt es, die Winkel fiir ein Dreieck zu be-

()2

stimmen: cosa=m, o~ 55,55°, cosB—T_—.:B:sSSSS", Y =~ 68.9°

AZ2.52-(T - D)
V34 -34-152 = 15,26

ADreleck

B — Nl-—-



4, Big8i

14. Pyramidenstumpf ,
Betrachtet wird ein regelmiBiger qua- G(21615)
dratischer Pyramidenstumpf.

a) Bestimmen Sie alle Eckpunktkoor-
dinaten.

b) Errechnen Sie den Winkel < ABFE.

¢) Berechnen sie den Schnittpunkt der
Diagonalen BH und DF. Berechnen
Sie gegebenenfalls den Schnittwinkel.

d) Welchen Oberflaicheninhalt hat der x L
Pyramidenstumpf? ¥ AI010)
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