Mathematik Q3 Abels




@ Kopfubung

| Grundlegende Begriffe der Stochastik
. Zufallsversuch: Ergebnis vs. Ereignis

. Absolute vs. Relative Haufigkeit, Wahrscheinlichkelt, Laplace-
Experiment

« Baumdiagramm

Il Berechnung von Wahrscheinlichkeiten

« Kombinatorik: Produktregel, Urnenmodell, Lottomodell

. Bedingte Wahrscheinlichkelit, Stochastische Unabhangigkeit

. Vierfeldertafel I




Gemischte Ubungen



Zufallsversuch

Ergebnisraum

Ereignis

Elementarereignisse

Das empirische
Gesetz der
grofien Zahlen

Wahrscheinlichkeit

Summenregel

Gegenereignis

Gegen-
wahrscheinlichkeit

Cheatsheet |

Der Ausgang eines Zufallsversuchs lisst sich nicht vorhersagen, auch
nicht im Wiederholungsfall.

Die Menge aller moglichen Ergebnisse bildet den Ergebnisraum
Q={e,e,, ..., € |. eines Zufallsversuchs.

Ein Ereignis E ist eine Teilmenge des Ergebnisraums eines Zufallsver-
suchs: ECQ
Besondere Ereignisse sind das unmégliche Ereignis: E = @

und das sichere Ereignis: E = Q

Die einelementigen Ereignisse eines Zufallsversuchs heifien auch
Elementarereignisse.
Q={e,e,, ..., ¢,] = Elementarereignisse: {e, ], {e,]. ..., {e,]

Die relative Hiufigkeit eines Ereignisses stabilisiert sich mit steigender
Anzahl an Versuchen um einen festen Wert.

Gegeben sei ein Zufallsversuch mit dem Ergebnisraum Q = {e, ..., e_}.
Eine Zuordnung P, die jedem Elementarereignis {e;} genau eine reelle
Zahl P (e;) zuordnet, heiBt Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn die bei-
den folgenden Bedingungen gelten:

L:P(e)=z0firl<i<m, ILP(e)+...+P(e,)=1

Die Zahl P (e;) heift Wahrscheinlichkeit des Elementarereignisses {e;}.

Gegeben sei ein Zufallsversuch mit dem Ergebnisraum Q.

E= {cil, .... € } sei ein beliebiges Ereignis. Dann gilt fiir die Wahr-

scheinlichkeit von E: P(E) = P(cil) +...+ P(cg)'

Sonderfille: P(E) =0, falls E = & (das unmdgliche Ereignis) ist.
P(E) = 1, falls E = Q (das sichere Ereignis) ist.

Zu cinem Ereignis E eines Zufallsversuchs mit dem Ergebnisraum Q
ist E = Q/E (gelesen: Q ohne E) das Gegenereignis von E.

Die Summe der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E und der des
Gegenereignisses E ist gleich 1: P(E) + P(E) = 1.

Additionssatz

Laplace-Versuch

Laplace-Regel

Mehrstufiger
Zufallsversuch

Pfadregeln fiir
Baumdiagramme

Fiir zwei beliebige Ereignisse E; und E, C Q gilt:
P(E,UE,)=P(E|)+P(E,) -P(E,NE,)

Sind die Ereignisse unvereinbar, d. h. gilt E; N E, = @, dann gilt sogar:
P(E,UE,)=P(E)) +P(E,).

Ein Zufallsversuch, bei dem alle Elementarereignisse gleich wahr-
scheinlich sind, heiBt auch Laplace-Versuch.

Bei einem Laplace-Versuch sei Q = {e,. ..., e, | der Ergebnisraum und
E= [ﬂil, - cit] ein beliebiges Ereignis.
Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses:
_IE _ __ Anzahl der fiir E giinstigen Ergebnisse
P(E) T T m P(E)= Anzahl aller miglichen Ergebnisse

Ein mehrstufiger Zufallsversuch setzt sich aus mehreren, hintereinander
ausgefiihrten einstufigen Versuchen zusammen.

I. Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses ist gleich dem Produkt
aller Zweigwahrscheinlichkeiten lings des zugehorigen Pfades.

I1. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich der Summe der
zugehdrigen Pfadwahrscheinlichkeiten.
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Produktregel:

Ziehen mit Zuriicklegen unter
Beachtung der Reihenfolge
(geordnete Stichprobe):

Ziehen ohne Zuriicklegen unter
Beachtung der Reihenfolge
(geordnete Stichprobe):

Ziehen ohne Zuriicklegen ohne
Beachtung der Reihenfolge
(ungeordnete Stichprobe):

Binomialkoeffizient:

Das Lottomodell:

0/@&*‘—“%.

A | B k | n-k
Gewinn-| Verlust-| (Gewinn-; Verlust-
kugeln | kugeln | [kugeln | kugeln

Ein Zufallsversuch werde in k Stufen durchgefiihrt. In
der ersten Stufe gebe es ny, in der zweiten Stufe n,, ...
und in der k-ten Stufe n, mogliche Ergebnisse. Dann
gibt es insgesamtm, * m, - ... * m, mogliche Ergebnisse.

Aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln werden
nacheinander k Kugeln mit Zuriicklegen gezogen.
Dann gilt fiir die Anzahl N der méglichen Anordnun-
gen (k-Tupel) die Formel

N=nk

Aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln werden
nacheinander k Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen.
Dann gilt fiir die Anzahl N der méglichen Anordnun-
gen (k-Tupel) die Formel
N=n-(n-1)-...-(n-k+1).

Wichtiger Sonderfall: k = n. Aus der Urne wird so
lange gezogen, bis sie leer ist. Es gibt dann
N=n(m-1)-...-3-2-1=n! (n-Fakultit) mégliche
Anordnungen.

Wird aus einer Umne mit n unterscheidbaren Kugeln
eine ungeordnete Teilmenge von k Kugeln entnom-
men, so ist die Anzahl der Moglichkeiten hierfiir durch
folgende Formeln gegeben:
n n! nm=1)..-m=k+1)
[1] THeoT T Kem-b

Der Term (}) = 2L - heiBt Binomialkoeffizient
!-(n=-k)!
(0 tiber k). (2 ist nur fiir 0 < k < n definiert.

Wegen 0'=1 gilt (*) =1 und (%) =1.

Man hat eine Urne mit insgesamt N Kugeln, davon A
Gewinnkugeln und B Verlustkugeln (N = A + B).
Man zieht ohne Zuriicklegen n Kugeln und sucht die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich darunter genau k
Gewinnkugeln befinden.
A B
PX = k)= &) o)

N

Bedingte Wahrscheinlichkeit:

Multiplikationssatz:

Stochastische Unabhingig-
keit von Ereignissen:

Satz von der totalen
Wabhrscheinlichkeit:

Satz von Bayes:

Vierfeldertafel:

B B
A|lAnB| ||AnBl | |Al
A||AnB| | |AnB| |A]
Bl B

Summe

Vierfeldertafel mit

Wabhrscheinlichkeiten:
B B

A |P(ANB)|P(ANB)| P(A)

A [P(ANB)|P(ANB)| P(A)
P(B) P(B) 1

Fiir die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A eintritt unter
der Bedingung, dass das Ereignis B bereits eingetreten ist,

- _P(ANB)
gilt: Py (A) =“522. P(B) >0

P(ANB)=P(B)-P4(A), P(B)>0

Ereignisse A und B mit positiven Wahrscheinlichkeiten
werden als stochastisch unabhiingig voneinander
bezeichnet, wenn Py (A) = P(A) bzw. P, (B) = P(B) gilt.

A und B seien beliebige Ereignisse mit P(B) = 0, P(B) = 0.
Dann gilt: P(A) =P(B) - Py (A) + P(B) - Pg(A)

Diese Formel gewinnt man direkt aus den Pfadregeln fiir das
zu B und A gehorige Baumdiagramm.

Sind A und B Ereignisse mit P(A) = 0 und P(B) = 0, so gilt
folgende Formel:

P(A)-P,(B) _ P(A)-P,(B)
P®B)  P(A)-P,(B)+P(A)-P4(B)

Py(A) =

Diese Formel ergibt sich, wenn man das zu den Ereignissen
B und A zugehérige inverse Baumdiagramm zeichnet.

Zunichst werden die gegebenen Daten eingetragen.
Alle anderen kénnen durch summative Erginzungen der Zei-

len und Spalten errechnet werden.

Berechnung einer Randwahrscheinlichkeit:

P ( A) = 5 1A]

Berechnung einer bedingten Wahrscheinlichkeit:
JANB|

Py(A) ="

Zunichst werden die gegebenen Daten eingetragen.

Alle anderen konnen durch summative Ergiinzungen der
Zeilen und Spalten errechnet werden.

Berechnung einer bedingten Wahrscheinlichkeit:

P(ANB)
Py(A)= 5B




1.
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Wiirfeln mit zwei Wiirfeln

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird beim gleichzeitigen Werfen von zwei Wiirfeln
a) die Summe vier,

b) eine Primzahlsumme,

¢) eine Summe kleiner als 10 gewiirfelt?

Wiirfeln mit drei Wiirfeln

Drei Wiirfel werden geworfen. Betrigt die Augensumme 17 oder 18, so gewinnt man einen
Preis.

a) Geben Sie den Ergebnisraum sowie das Gewinnereignis mittels der Elementarereignisse an.
b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass man bei dem Spiel nicht gewinnt?

. Spiel

Ein Spieler wirft eine Miinze. Bei einem "
Kopfwurf dreht er anschlieBend einm / _— 5 5
Rad A, bei Zahl wird Rad B einmal g <t )|

dreht. Der Einsatz pro Spiel betrigt 2 \
Die gedrehte Zahl auf dem Rad gibt dieN
Auszahlung an. - :

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, 5 € als Auszahlung zu erhalten?

b) Mit welchem durchschnittlichen Gewinn/Verlust pro Spiel hat der Spieler zu rechnen?

. Gliicksrad
Auf einem Gliicksrad sind die kleinen
Sektoren jeweils halb so groB8 wie die 3 4
groBen Sektoren. Das Rad wird zweimal 6 f a
gedreht.
3
a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeiten 2 )
S Augensumme:

der einzelnen Sektoren an 8 1 16, 15: groBer Gewinn

b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, 14, 13: kleiner Gewinn

dass die Augensumme 2 ist?
c) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen groen Gewinn?
d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Gewinn erzielt?

. Clever und Smart wiirfeln jeweils einmal mit einem Wiirfel. Clever beginnt. Mit welcher

Wabhrscheinlichkeit tibertrifft Smart in seinem Wurf Clevers Augenzahl?
Simulieren Sie diesen Versuch mittels einer Tabelle mit Zufallsziffern fiir n = 50.
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3 a)P(S)=1-1+1-1=1=2917%
b) P(3)=1- %+%-%_i=20,83%
P(0)=1-1-2=1=50%

1. a) P(.Summe 4°) = 5 = 15~ 0,083 =8,3%

Auszahlung: 3 - 0,2083 + 5 - 0,2917 = 2,083 bei 2 Euro Einsatz.
b) P(,,Primzahlsumme*) = % = % ~0417=41,7%

Es wird ein durchschnittlicher Gewinn von ca. 8 Cent erwartet.
¢) P(,,Summe < 10“) =1 - P(,,Summe = 10*) =1 — % = % =~0,833=83.3%

4. a) P(,.,gerade Zahl*) = - P(,,ungerade Zahl™) = iz
b) P(,,Summe ist 2) = (E] = 0,69%
¢) P(.gr. Gewinn®) = P(16) + P(15) = (1) + 2. 1. L~ 556%
d) P(,.Gewinn*) =P(16) + P(lS) +P(14) + P(13)

(] *2 12"'(%)2"'2'(%]2"'2'%'11_2"'2’% %”1736%

2. a) E=({(5; 6:6), (6; 5; 6), (6 6; 5), (6; 6; 6)}
b) P(nicht gewonnen) = 1 — P(gewonnen) = 1 — 6i3= % = 98,15%

5. Clever legt die Augenzahl 1, 2, 3, 4, 5 oder 6 jeweils mit der Wahrscheinlichkeit l vor
Hierbei ubertnfft Smart die Augenzahl 1 mit der Wahrscheinlichkeit von 2, die 2 mlt =
die 3 mit E’ die 4 mait §= die 5 mit g, die 6 kann er nicht iibertreffen.

Insgesamt iibertrifft Smart also die von Clever vorgelegte Augenzahl mit:

-- 1 5,1 4,13 12 11, 1 n_1. _15_35
P(ubert.reffen)_6 ctecte tte steste 0—3‘5 (5+4+3+2+1};_36_12




1. Bei einem Schulfest soll ein Fullballspiel Schiiler gegen Lehrer veranstaltet werden. Fiir die
Schiilermannschaft stehen 4 Schiiler aus Klasse 10, 6 Schiiler aus Klasse 11 und 5 Schiiler aus
Klasse 12 zur Verfiigung.

a) Wie viele Moglichkeiten gibt es, aus diesen Schiilern 11 Spieler auszuwiihlen?
b) Unter den aufgestellten Schiilern sind 2 Torhiiter, 8 Spieler fiir Mittelfeld und Verteidigung

\g .
B I 9 8 — I e st I I sowie 5 Stiirmer. Die Schiilerelf will das Spiel mit 3 Stiirmern beginnen. Wie viele Mog-
lichkeiten fiir die Auswahl der Startelf gibt es nun?

¢) Zum Einlaufen stellen sich die Schiiler der ausgewiihlien Startmannschaft in einer Reihe
auf. Wie iiblich steht an der Spitze der Mannschafiskapitin und an zweiter Stelle der Torwart.
Wie viele Moglichkeiten zur Aufstellung haben die restlichen Spieler?

2. In einer Umfrage werden 453 Personen
nach ihrer Schulbildung (Abitur: Ja/ zufrieden (Z) |unzufrieden (Z)
Nein) sowie nach ihrer beruflichen Zu-
friedenheit (Zufrieden: Ja/Nein) befragt.
Die Ergebnisse sind in der abgebildeten
Vierfeldertafel dargestellt. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit wird ein Abiturient kein 185 160
in seinem Beruf zufrieden sein? Beant- Abitur (A)
worten Sie die gleiche Frage fiir einen
Nichtabiturienten.

Abitur (A) 64 +4

3. Beider Herstellung hochwertiger elektronischer Bauteile betriigt der Anteil defekter Teile 20%.
Um zu vermeiden, dass zu viele defekte Bauteile in den Handel gelangen, wird vor dem Versand
eine Kontrolle durchgefiihrt, bei der 95% der defekten Teile ausgesondert werden. Die ein-
wandfreien Teile kommen alle in den Handel. Ein Kunde kauft ein Bauteil. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ist es defekt?

4. In einer empirischen Untersuchung wird gepriift, ob ein Zusammenhang zwischen der Hiu-
figkeit der Blutgruppe und der Hiufigkeit des Geschlechts besteht. Von 1850 (900w, 950 m)
untersuchten Personen hatten 738 die Blutgruppe A. Von diesen Personen waren 359 weiblich.
Untersuchen Sie, ob die Merkmale Geschlecht und Blutgruppe stochastisch unabhiingig sind.

5. Urne U, enthilt 7 rote und 3 weille Kugeln. Urne U, enthiilt 1 rote und 4 weiBe Kugeln.
a) Jemand wihlt blind eine Urne aus und zieht eine Kugel. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
zieht er eine rote Kugel?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt diese dann aus U, ?
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l.a) N= (ﬁ) = “1!5_!4! = 1365 Moglichkeiten fiir eine 11er Auswahl aus 15 Schiilern.

b) N=(7)-(3)-(5) = 160 Moglichkeiten

¢) Es gibt noch 9! = 362 880 Mdoglichkeiten.

2.P,(Z) =% = 59%, P(Z) =18~ 536%

108 345
3. A: Bauteil ist defekt, P(A) = 0,2 A A
K: Bauteil bei Kontrolle ausgesondert K|02:095=0,19| 0 0,19
H: Bauteil kommt in den Handel, P (H)=0,81 K|102.005=001| 08 | 1-0.19=081
. . . . L ~ » * * ? ? ?
gesuchte Wahrscheinlichkeit: 21 0,012 0.2 0.8 :
4. Wir erstellen durch Differenzbildung .
eine Vierfeldertafel. |
Dann bestimmen wir P, (W) = lAlilwl = % = (0,486 ’i‘ 3591379 738
. A 541|571 1112
P(W) =20 (),486. ‘
SO_WIE W) 1850 _ 90 1950 1850
Die Blutgruppe ist nicht vom Geschlecht abhingig.
5.P(R)=05-0,7+0,5-0,2=045 05 U 0,7 R
P(U,NR)=0,5-0,7=0,35 < '
0.35
P, (U)=-2-=0,78=78%
(U0 =045 ’ 0.5 U, R

0,2
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