Mathematik Q3 Abels




@ Kopfubung

X sei die Augenzahl beim Werfen eines
Wiirfels mit dem abgebildeten Netz. Be-
rechnen Sie Erwartungswert und Stan-
dardabweichung von X. Zeichnen Sie
das Verteilungsdiagramm.
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Bernoulli-Ketten



Ein Wurfel wird viermal geworfen. x sei die Anzahl der
dabei geworfenen Sechsen.

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkelt fur das Ereignis x = 3,
d. h. fuUr genau dreil Sechsen?

1.  Veranschauliche das Experiment als Baumdiagramm.

2. Wie wahrscheinlich ist ein moglicher Pfad mit genau
drel Sechsen?

3. Wie viele solcher Pfade gibt es?



Bernoulli

Begriff Definition Beispiel
Ein Zufallsversuch, bei dem es nur zwei Ein W(Xfe| Vk\w/llrg QEWOHCGH
. Ausgange gibt: X : Anzanl >echsen
Bernoulli-Versuch £ (Erfolg, Treffer)  — P(E) :%

E (Misserfolg, Niete) _

Bernoulli-Kette
der Lange

Ein Bernoulli-Versuch wird ,-mal
=B (4,

Die Formel von
Bernoulli

wiederholt. P(X=3) = % 3)
P(X = k) = B(n;p; k) = () - p* - (1 = p)"~

— (‘3*) . (%)3 - <§>1 ~ 0.0154
S

Die Anzahl Die Wahrscheinlichkeit, Die Wahrscheinlichkeit,

an Pfaden dass E genau k-mal dass E genau die anderen
eintritt Male nicht eintritt



Einstellungstest fiir den auswiirtigen Dienst

/ B { 1 1 5 1 1 6 Kreuzen Sie das Zutreffende an. Nur jeweils eine Antwort ist richtig.

1 Welche der folgenden chinesischen Stadte liegt am weitesten
westlich?
XINYANG O
XIANGFAN O
XIANGTAN O
2. An welchem Flug liegt die chinesische Stadt DAYU?
. . . . OU D
Beispiel: Multiple-Choice-Test MIN 0
. . . .. . GAN 0
Ein Test enthilt vier Fragen mit jeweils
drei Antwortméglichkeiten Er gilt alS 3. w:‘ld\“ der folgenden chinesischen Schriftzeichen lautet
‘ "chiin"?
bestanden, wenn mindestens zwei Fra- ; 8
gen richtig beantwortet werden. ¥ U
Eln ganZ und gar ahnungSIOSer Zeltge_ 4. Wie hief der chinesische Verkehrsminister
=114 im Jahre 19712
nosse versucht den Test durch zufélliges oty
5 : YANG TSCHIE [J
Ar_lkreuzen zu bestehen. Wie grof} sind NG U
seine Chancen?
Richtige Antworten: D von 4 Antworten
Bestanden: JA O
NEIN O

(Bei mindestens 2 von 4 richtigen Antworten gilt der Test als bestanden.)

Ubung 1
In einer Urne befinden sich zwei rote und eine weille Kugel. Aus der Urne wird sechsmal eine
Kugel mit Zuriicklegen gezogen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt genau viermal eine
rote Kugel?
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Beispiel: Multiple-Choice-Test

Der Test kann als Bernoulli-Kette der Lin-
ge n =4 betrachtet werden. Das korrekte
Beantworten einer Frage zihlt als Treffer.

Die Trefferwahrscheinlichkeit ist p = %
X sei die Anzahl der Treffer. Dann gilt:

Pox=2)=(¢]- (3 (2 =2 =0296:
PX=3)=(4] (1) - (2) =& = 0,0988
PX=4)=(4]- (1) (3)"= L~ 00123

Addiert man diese Einzelwahrscheinlichkeiten, so erhilt man die gesuchte Ratewahrscheinlich-
keit fiir das Bestehen des Tests. Sie betrdgt P(X = 2) = 0,4074 = 41 %.
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/ B ! gTI 7111 8 Beispiel: Angenaherte Bernoulli-Kette bei grofier Grundgesamtheit

Beispiel: Der Fall P(X < k)

Aus der abgebildeten Urne wird 10-mal
mit Zuriicklegen eine Kugel gezogen. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit kommen
hochstens 2 griine Kugeln?

Beispiel: Der Fall P(X = k)

Alexa spielt beim FuBiballclub SG Hessen
1910 im Sturm. Sie hat bei Elfmetern eine
durchschnittliche Trefferquote von 80%.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird sie
mindestens 4 ihrer niichsten 5 Elfmeter
verwandeln?

Blumenzwiebeln werden in GroBpackungen von 1000 Stiick an
Girtnereien geliefert. Im Durchschnitt treiben 20% der Zwie-
beln nicht aus. Ein Gértner verkauft zehn Zwiebeln. Mit welcher
Wabhrscheinlichkeit wird hiervon hochstens eine Zwiebel nicht

austreiben?

Beispiel: Bestimmung der Lange einer Bernoulli-Kette
Ein Gliicksrad hat vier gleich groBe Sektoren, drei weille und einen roten. Berechnen Sie, wie
oft man das Rad mindestens drehen muss, wenn mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens

95 % mindestens einmal ROT auftreten soll.
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Beispiel: Der Fall P(X < k)
Anzahl der Ziehungen: n = 10
Wahrscheinlichkeit fiir GRUN: p = 0,4

Die vorgegebenen Trefferzahlen lauten:
k=0,k=1undk = 2. GesuchtistP(X £ 2).

Diese Intervallwahrscheinlichkeit ist die Sum-
me von drei Punktwahrscheinlichkeiten®:
P(X<2)=PX=0)+PX=1)+P(X=2)
Wir wenden — wie rechts aufgefiihrt — die
Formel von Bernoulli dreimal an.

Resultat: P(X £2) = 16,72%

Beispiel: Der Fall P(X = k)
Anzahl der Elfmeter: n =5
Trefferwahrscheinlichkeit: p = 0,80

Die vorgegebenen Trefferzahlen lauten:
k=4undk = 5. Gesucht ist also P(X = 4).

Diese Intervallwahrscheinlichkeit ist die
Summe von zwei Punktwahrscheinlichkei-
ten*, die wir mit der Formel von Bernoulli
errechnen.
PXz24)=PX=4H+P(X=)5)

Resultat: P(X>4) = 73,73%

Beispiel: Angeniherte Bernoulli-Kette bei grofier Grundgesamtheit

Hier wird ohne Zuriicklegen eine Stichpro-
be vom Umfang n = 10 entnommen.

Die Trefferwahrscheinlichkeit dndert sich
daher mit jedem Zug ein wenig, aber wegen
der groflen Zahl von 1000 Zwiebeln nur so
geringfiigig, dass man von einer angend-
herten Bernoulli-Kette mit der Treffer-
wahrscheinlichkeit p = 0,2 sprechen kann.

Die Rechnung rechts liefert daher das fol-

gende Niherungsresultat:
P(X=1)=0,3758 =37,58%

Berechnung von P (X < 2):

P(X<2)
=PX=0)+PX=D)+P(X=2)
=B(10;0,4;0)+B(10;04; 1)+ B(10; 04; 2)

Berechnungvon P(X < 1):

der Stichprobe

Resultat:
P(X<1)=3758%

X = Anzahl derunbrauchbaren Zwiebeln in

PX=s1)=PX=0+P(X=1)
=B (10;0,2;0)+ B(10;0,2; 1)

=(17)0.2°0,810+('?}0,20,8°
~0,1074 +0,2684 = 0,3758

=(1)04%0,6" +(?)0.4'0.6° + ('*J0.4206¢ Beispiel: Bestimmung der Lange einer Bernoulli-Kette

= 0,006 + 0,0403 + 0,1209 = 0,1672

Resultat:
P(X<2)=16,72%

Berechnung von P (X 2 4):
P(X24)=P(X=4)+P(X=5)
=B(5:0.8;4)+B(5;0,8;5)
=(3)0.8%-02+(3)0.8°
= (0,4096 + 0,3277 = 0,7373
=73,73%

Es handelt sich hier um die recht beliebte
Mindestens-mindestens-mindestens-Auf-
gabe, auf die man haufiger trifft.

Da die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens
einen Treffer mindestens 0,95 betragen soll,
verwenden wirdenAnsatzP (X = 1) > 0,95.
Von dieser Ungleichung ausgehend, erhal-
ten wir nach nebenstehender Umformungs-
rechnung die Ungleichung n = 10,41, wor-
aus sich fiir die Kettenléinge n > 11 ergibt.

Resultat: Das Gliicksrad muss mindestens
11-mal gedreht werden, um mit mindestens
95 % Wahrscheinlichkeit 1 oder mehr Tref-
fer (ROT) zu erzielen.

Bestimmung der Kettenldnge n:
n: Anzahl der Drehungen des Rades
p=0,25: Trefferwahrscheinlichkeit fiir ROT

P(X=1)20,95
1-P(X=0)20095

P(X = 0) <0,05

B (n; 0,25; 0) < 0,05

(3)0,2500,75'1 <0,05

0,75" < 0,05
log0,75™ < log 0,05
n-log0,75 <log0,05 |:10g0,75<0
n=10,41

(Ansatz)
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9.

10.

. Bestimmung einer Punktwahrscheinlichkeit P (X = k)

51.4% aller Neugeborenen sind Knaben. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
eine Familie genauso viele Midchen wie Jungen hat, fiir eine Familie mit 2 Kindern, eine
Familie mit 4 Kindern und eine Familie mit 6 Kindern.

. Bestimmung einer linksseitigen Intervallwahrscheinlichkeit P(X < k)

Der Marktanteil von Smartphones lag im Jahr 2011 bei 23%. Wie groB war die Wahrschein-
lichkeit, dass unter 6 zufillig ausgewihlten Personen hchstens 2 ein Smartphone besalBen?

. Bestimmung einer rechtsseitigen Intervallwahrscheinlichkeit P (X = k)

Der Anteil der Haushalte mit Internet-Anschluss ist auf 73% angewachsen. Wie grob ist die
Wahrscheinlichkeit, dass von 10 zufillig ausgewidhlten Haushalten mindestens 8 einen Inter-
net-Anschluss haben?

Bestimmung einer Intervallwahrscheinlichkeit: P(k < X =m)

70% aller Schiiferhunde werden 10 Jahre oder ilter. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass
von den 12 Hunden eines Ziichters mindestens 7 und héchstens 10 Schiifferhunde dieses Alter
erreichen?

. Anwendung der Formel fiir das Gegenereignis: P(X>Kk)=1-P(X =k)

30% der Deutschen sind in einem Verein. Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter
12 Personen mehr als 3 in einem Verein sind?

. Bestimmung einer Mindestanzahl von Versuchen

Wie oft muss ein Wiirfel mindestens geworfen werden, damit mit einer Wahrscheinlichkeit
von mindestens 98 % mindestens einmal die Sechs fiillt?

Nach Angaben der Post erreichen 90% aller Inlandsbriefe den Empfinger am néichsten Tag.
Johanna verschickt acht Einladungen zu ihrem Geburtstag. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
a) sind alle Briefe am nichsten Tag zugestellt?

b) sind mindestens sechs Briefe am niichsten Tag zugestellt?

Die Mitglieder der deutschen Tischten- | &
nis-Nationalmannschaft gewinnen ge-
gen chinesische Spitzenspieler 15% der
Spiele. '
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ge-
winnt von 6 Nationalspielern genau
einer sein Spiel?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ge-
winnen die Deutschen von 10 Ein-
zelspielen mehr als 27
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  𝒌 = 3


  P  ( X = 3 ) = B  ( 4 ;  1 6 ; 3 ) =  (    4   3 ) ⋅    (  1 6 ) 3 ⋅    (  5 6 ) 1 ≈ 0 . 0154
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