Mathematik Q3 Abels




@ Kopfubung

Definition Bernoulli-Versuch:
Definition Bernoulli-Kette;

Die Formel von Bernoulli:

70% aller Schiferhunde werden 10 Jahre oder dlter. Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass
von den 12 Hunden eines Ziichters mindestens 7 und hochstens 10 Schiaferhunde dieses Alter

erreichen? I



Eigenschaften von
Binomialverteilungen



Das Glucksrad wird viermal gedreht.
X sel die Anzahl an Gewinnen (grun).

Stelle die Zuordnung k — P(X = k)
tabellarisch sowie graphisch dar.



Binomialverteilung

n. Lange einer Bernoulli-Kette
p: Trefferwahrscheinlichkeit
: Anzahl der Treffer
U
ist binomialverteilt
mit Parametern np und p.

Beispiel:n = 4,p = 0,3

P —
0 0,2401
1 0,4116
p) 0,2646
3 0,0756
= 0,0081

P =

Taschenrechner/
Tabelle

/

= B(4;0,3; k)
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Ubung 1 Verteilungstabellen und Verteilungsdiagramme
a) Stellen Sie eine Verteilungstabelle fiir die Binomialverteilung P (X = k) = B (6; 0.,5; k) auf.
b) Skizzieren Sie das Verteilungsdiagramm zur Binomialverteilung aus a).
c) Stellen Sie eine Verteilungstabelle fiir die Binomialverteilung P(X = k) = B(6; 0,2; k) auf.
d) Zeichnen Sie das Verteilungsdiagramm zur Binomialverteilung aus c).
e) Vergleichen Sie die Diagramme aus b) und d).

Nennen Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede.
Beispiel: P(X = k) = B(n; p; k) in Abhangigkeit von p
Zeichnen Sie das Verteilungsdiagramm fiir die Binomialverteilung P (X = k) = B (n; p; k) fiir
die folgenden Parameterwerte. Beschreiben Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede.
ayn=5,p=0,2 b) n=5,p=04 ¢c)n=5,p=0,5 d n=5p=0_8
Beispiel: P (X = k) = B (n; p; k) in Abhangigkeit von n
Zeichnen Sie das Verteilungsdiagramm fiir die Binomialverteilung P (X = k) = B (n; p; k) fiir
die folgenden Parameterwerte. Beschreiben Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede.
ayn=3,p=04 b) n=5,p=04 c) n=8,p=04







Was fallt dir auf?

AP(X=k) AP(X=k) AP(X=k) AP(X =k)
0,4 0,4 - 0,4 - 0,4 -

— ﬁ ——— | S N N — [ 1 1 1 1 [ |Ia . I_. ———
0 1 2 3 4 5k 01 2 3 4 5Kk 01 2 3 4 5Kk 01 2 3 4 5Kk
B(5;0,2 ; k) B(5:04 ; k) B(5:0,5;k) B(5;0.8 ; k)

p

A P(X=Kk) A P(X=k) 4 P(X=k)
0.4 0.4 - 0,4 -
‘| - T > - T [ ]

T T T . T . T T T T T . T T T T -
012345k 012345k 012345¢6 78Kk
B(3:0.4 : k) B(5:0.4 : k) B(8: 0.4 : k)

n



Binomialverteilung - Eigenschaften |

Je grof3er p ist, desto weiter rechts liegt das Maximum.
« FuUrp = 0,5 liegt das Maximum mittig: B(n; 0,5; k) = B(n; 0,5;n — k)
. Symmetriebeziehung: B(n; p; k) = B(n; 1 — p;n — k)

. Je grof3er n ist, desto breiter und flacher ist das Diagramm.
. Je grof3er nist, desto weiter rechts liegt das Maximum.
« Je grof3er n ist, desto symmetrischer wirkt das Diagramm.



7. Miinzwurf
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Ubung 2 Eigenschaften von Binomialverteilungen

Stellen Sie die Binomialverteilung P (X = k) = B (n; p; k) tabellarisch und graphisch dar.
Uberpriifen Sie die Eigenschaften (1) bis (3) aus dem obigen Merksatz.

a) P(X=k)=B(6;0,1; k) b) P(X=k)=B(6;0,5; k) c) P(X=k)=B(6;0,9; k)

Ubung 3 Eigenschaften von Binomialverteilungen
a) Beweisen Sie die Beziehung B (n; 0,5; k) = B (n; 0,5; n — k) mit der Bernoulliformel.

b) Beweisen Sie die Beziehung B (n; p; k) = B (n; 1 — p; n — k) mit Hilfe der Bernoulliformel. 9,

Ubung 4 Eigenschaften von Binomialverteilungen

Stellen Sie die Binomialverteilung P (X = k) = B (n; p; k) tabellarisch und graphisch dar.
Uberpriifen Sie die Eigenschaften (1) bis (3) aus dem obigen Merksatz.

a) P(X=k)=B(3:0,8: k) b) P(X=k)=B(6;0,8:k) ¢) P(X=k)=B(10; 0,8: k)

Ubung 5 Das Maximum einer Binomialverteilung
Bestimmen Sie die Lage (k) und den Wert (P (X = k)) des Maximums der Binomialverteilung.
a) n=5,p=0,1 b) n=9,p=0.1 c) n=4,p=0,5 d) n=8,p=0,5

6. Wiirfelwurf
Ein Wiirfel wird 6-mal geworfen. Als Treffer zihlt eine Sechs. X sei die Anzahl der Treffer.
a) Stellen Sie eine Verteilungstabelle fiir die Wahrscheinlichkeit P (X = k) auf.
b) Skizzieren Sie das Verteilungsdiagramm zu P(X = k) = B{ﬁ; %, k]

c) Geben Sie das Maximum der Verteilungstabelle an.
d) Welche anschauliche Bedeutung hat das Maximum der Verteilungstabelle?
e) Welche Anzahl von geworfenen Sechsen ist am seltensten?

Eine faire Miinze wird 6-mal geworfen. Als Trefter zihlt Kopf. X sei die Anzahl der Treffer.
a) Stellen Sie eine Verteilungstabelle fiir die Wahrscheinlichkeit P (X = k) auf.

b) Skizzieren Sie das Verteilungsdiagramm zu P(X =k) = B{ﬁ; % k]
c) Welche Anzahl von Kopfwiirfen ist am wahrscheinlichsten?
d) Welche Anzahl von Kopfwiirfen ist am wahrscheinlichsten, wenn wir die Miinze nur 5-mal

werfen?

. Binomialverteilungen

Im Folgenden sind mehrere Verteilungsdiagramme abgebildet. Entscheiden Sie, bei welchen
Diagrammen es sich nicht um Binomialverteilungen handeln kann.

0.51PX=K) 051 PX=K) ostPX=K) 05t PX=K)

B

Binomialverteilte Zufallsvariable

Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 6 und p = 0,3.

a) Geben Sie an, welche der drei Abbildungen die Verteilung von X korrekt darstellt.
Begriinden Sie ihre Antwort stichhaltig.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe des korrekten Diagramms die Wahrscheinlichkeiten fiir die fol-
genden Ereignisse angeniihert im Rahmen der Ablesegenauigkeit:
A: Die Zufallsvariable X nimmt den Wert k = 4 an.
B: Die Zufallsvariable X nimmt einen Wert zwischen k =3 und k = 5 an.
C: Die Zufallsvariable X nimmt keinen der Werte 0, 1, 5 und 6 an.

P(X =k) P(X=k)
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Das Glucksrad wird zehnmal gedreht.
X sel die Anzahl an Gewinnen (grun).

A: Mit welcher Trefferzahl kann man im Mittel rechnen?

B: Wie stark streuen die Trefferzahlen um den Erwartungswert?

P(X = k)
A

0,2 1 [ ]

0,1 - ]

L - i : 3 1 i 7 1 =
0 1 I 10 k
W-0 W W+0




Binomialverteilung - Eigenschaften Il

Erwartungswert
uX)=n-p
Varianz

ViX)=n-p-(1—-p)

Standardabweichung
o(X)=yn-p-(1-p)

Beispiel
n=10,p=0,4

u(X)=10-0,4 = 4

V(X)=10-0,4-(1—0,4) = 2,4

oc=+10-0,4-(1-0,4) =~ 1,55



14.

16.

. Wiirfelwurf

. Multiple-Choice-Test
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-l

Der Wiirfel mit dem abgebildeten Netz wird 6-mal geworfen. g%a

X sei die Anzahl der geworfenen Zweier (Treffer).

a) Tabellieren Sie P(X = k) fiirk = 0, ..., 6 und stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der ZufallsgréBe X grafisch dar.

b) Wie groB ist der Erwartungswert von X?

¢) Bestimmen Sie die Varianz und die Standardabweichung von X.

Miinzwurf

Eine Miinze wird 10-mal geworfen. X sei die Anzahl der Kopfwiirfe.

a) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von X. &

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird bei einer korrekten Durchfiihrung des Expenmentes
die Trefferzahl gleich dem Erwartungswert sein?

¢) Formulieren Sie die 20-Regel fiir diese Bernoulli-Kette. Untersuchen Sie, ob sie ohne
Einschriankung angewandt werden darf (Laplace-Bedingung).

Frage 8:

Carl fiillt einen Multiple-Choice-Test auf gut Gliick aus. Wer war Kanzler?

(10 Fragen, jeweils 5 Antworten, jeweils eine richtig)

a) Mit wie vielen richtigen Antworten kann Carl rechnen?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erreicht Carl hichstens
30% richtige Antworten?

Rummenigge O
Beckenbauer |
Schwarzenegger OJ
O
O

Adenauer
Honecker

Fehlerhafte Scheinwerfer
Ein Autohersteller bestellt Scheinwerferlampen. Erfahrungsgemil sind 4% der Lampen feh-
lerhaft.
a) Wie viele fehlerhafte Lampen sind in einer Lieferung von 5000 Lampen zu erwarten?
b) Der Autohersteller benotigt im Mittel mindestens 6000 fehlerfreie Lampen.
Wie viele Lampen soll er bestellen, um 6000 fehlerfreie Lampen zu erwarten?

17.

18.

19. Trefferquote

Wirksamkeit eines Nasensprays

Pollen kdénnen Heuschnupfen auslésen. Ein Nasenspray wirkt in 70 % aller Anwendungsfille

lindernd.

a) 20 Patienten nehmen das Mittel gegen ihre Beschwerden ein. Bei wie vielen Patienten ist
eine Linderung zu erwarten?

b) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Mittel exakt bei der erwarteten Anzahl von
Patienten wirkt?

Urnenexperiment

Aus der abgebildeten Urne werden n Kugeln mit Zuriicklegen gezogen. X

sei die Anzahl der gezogenen roten Kugeln, Y die Anzahl der gezogenen

gelben Kugeln.

a) Es sei n = 5. Skizzieren Sie das Verteilungsdiagramm von X. Berechnen Sie E (X).

b) Wieder sei n = 5. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden genau 3 rote Kugeln gezogen?

¢) Ermitteln Sie, wie viele Kugeln mindestens gezogen werden miissen, damit der Erwar-
tungswert von Y groer als 5 ist.

Ein Sportschiitze trifft die Wurfscheiben mit einer Wahrscheinlich-
keit von 90%. Eine Serie besteht aus 10 Schiissen.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten die folgenden Ereignisse ein?
A: Alle Schiisse der Serie sind Treffer.
B: Nur der dritte Schuss ist kein Treffer.
C: Die Serie wird mit genau 8 Treffern beendet.
D: Mindestens 9 Treffer werden erreicht.
b) Der Sportschiitze schieft nun 100-mal. Berechnen Sie die zu erwartende Trefferzahl und
die Standardabweichung. Formulieren und interpretieren Sie die 2 0-Regel. Darf die 2 0-
Regel angewandt werden?
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21.

22,

24.

Taxistand
An einem Taxistand sind 10 Taxen stationiert. Ein Fahrzeug steht pro Stunde durchschnittlich

12 Minuten auf dem Stand.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist zu einem bestimmten Zeitpunkt mindestens ein Taxi

anzutreffen?
b) Welche Zahl von Taxen ist am hdufigsten anzutreffen?
¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind gleich mehrere Taxen am Stand anzutreffen?

Hotel
80 % aller Giste eines Hotels mit 30 Betten buchen den Aufenthalt mit Halbpension.

a) Wie viele Giste mit Halbpension sind zu erwarten, wenn das Hotel ausgebucht 1st?
b) Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens 2 Giiste ohne Halbpension gebucht haben?

Treffsicherheit vom Punkt
Sven ilibt Elfmeter. Seine Treffsicherheit beim Schielen von Elfmetern ist p.
a) Wie groB3 muss p mindestens sein, damit er sich bei 10 Elfmetern mit 60 % Wahrschein-

lichkeit keinen Fehlschuss leistet?
b) Nun sei p = 0,5. Liegt die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler hochstens 3 der 10 Frei-

schiisse verschiel3t, iiber 20%?
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  X


  k → P ( X = k )


  𝒏


  𝒑


  𝑿


  ⇓


  𝑿


  𝒏


  𝒑


  𝒏 = 4 ,   𝒑 = 0 , 3


  P  ( 𝑿 = 𝒌 ) = B  ( 𝟒 ; 𝟎 , 𝟑 ; 𝒌 )


  P  ( 𝑿 = 𝒌 )


  𝒌


  𝒌


  𝒑


  𝒑 = 0 , 5


  B  ( n ; 0 , 5 ; k ) = B  ( n ; 0 , 5 ; n − k )


  B  ( n ; 𝒑 ; k ) = B  ( n ; 𝟏 − 𝒑 ; n − k )


  𝒏


  𝒏


  𝒏


  X


  𝜇 ( X ) = 𝒏 ⋅ 𝒑


  V  ( X ) = 𝒏 ⋅ 𝒑 ⋅  ( 1 − 𝒑 )


  𝜎 ( X ) =  𝒏 ⋅ 𝒑 ⋅  ( 1 − 𝒑 )


  𝒏 = 𝟏 𝟎 ,   𝒑 = 𝟎 , 𝟒


  𝜇  ( X ) = 𝟏 𝟎 ⋅ 𝟎 , 𝟒 = 4


  V  ( X ) = 𝟏 𝟎 ⋅ 𝟎 , 𝟒 ⋅  ( 1 − 𝟎 , 𝟒 ) = 2 , 4


  𝜎 =  𝟏 𝟎 ⋅ 𝟎 , 𝟒 ⋅  ( 1 − 𝟎 , 𝟒 ) ≈ 1 , 55

